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Особливостi хаотичної динамiки однiєї
маятникової системи при неiдеальному
збудженнi

Дослiджується динамiчна система,
утворена сферичним маятником, коливання
якого збуджуються електродвигуном обме-
женої потужностi. Для даної системи побу-
дована карта динамiчних режимiв. Встанов-
ленi основнi сценарiї переходу вiд регулярних
режимiв взаємодiї до хаотичних. Побудованi
та детально вивченi фазовi портрети, пе-
рерiзи та вiдображення Пуанкаре, розподiли
iнварiантної мiри та спектральної густини
регулярних та хаотичних атракторiв систе-
ми.
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1 Вступ

Дослiдження рiзноманiтних аспектiв динамi-
чної поведiнки маятникових систем завжди ви-
кликали особливий науковий iнтерес. Головним
чином вiн пов’язаний з тим, що такi системи
широко використовуються для математично-
го моделювання складних коливальних проце-
сiв найрiзноманiтнiшої природи [1]. При цьому
маятниковi системи залишаються надзвичайно
простими за своєю фiзичною природою та до-
зволяють досить легко виконувати експеримен-
тальну перевiрку виявлених у теоретичних до-
слiдженнях коливальних ефектiв.

В переважнiй бiльшостi дослiджень ди-
намiки маятникових систем нехтується зво-
ротнiм впливом маятникiв на джерело збу-
дження їх коливань. Такий пiдхiд виправда-
ний в тих випадках, коли потужнiсть джере-
ла збудження коливань значно перевищує по-
тужнiсть, що споживається маятниковою си-

стемою. Такi випадки називаються iдеальними
за Зоммерфельдом–Кононенко [2], а саме збу-
дження називається iдеальним. Але в сучасних
умовах дуже актуальною стає проблема макси-
мальної мiнiмiзацiї тих чи iнших джерел збу-
дження. Це призводить до того, що потужнiсть
джерела збудження виявляється порiвнянною
з потужнiстю, яку споживає коливальне на-
вантаження, наприклад маятникова система. В
таких випадках врахування зворотного впли-
ву коливального навантаження на функцiону-
вання джерела збудження стає нагально необхi-
дним. Цi випадки називаються неiдеальними за
Зоммерфельдом–Кононенко, а саме збудження
– неiдеальним або обмеженим [2]. Нехтування
неiдеальнiстю збудження призводить до грубих
помилок при вивченнi динамiки маятникових
систем. Зокрема може бути повнiстю втрачена
iнформацiя про реально iснуючi детермiнованi
хаотичнi режими системи [1, 3, 4].

Дослiдження складної нелiнiйної динамiки
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сферичного маятника при неiдеальному збу-
дженнi були розпочатi в роботах [1, 3, 4]. Для
динамiчної системи, утвореної сферичним ма-
ятником, точка пiдвiсу якого збуджується еле-
ктродвигуном, в [3, 4] побудована математична
модель, яка враховує неiдеальнiсть збудження
коливань. В указаних роботах встановлено iсну-
вання детермiнованого хаосу в дослiджуванiй
системi та визначенi деякi ефекти нелiнiйної
взаємодiї маятника та електродвигуна.

2 Постановка задачi

Розглянемо динамiчну систему, яка утворена
фiзичним маятником, який може здiйснювати
просторовi коливання, та електродвигуном, вал
якого через кривошипно-шатунний механiзм у
вертикальнiй площинi збуджує точку пiдвiсу
маятника (рис. 1). Потужнiсть електродвигу-
на є обмеженою за величиною та порiвняна з
енергiєю, що витрачається при коливаннях мая-
тника. Тобто, розглядається маятникова систе-
ма при неiдеальному збудженнi коливань.

Рис. 1 Динамiчна система "сферичний
маятник–електродвигун"

Основною метою роботи є побудова карти
динамiчних режимiв, яка дозволить узагальни-
ти особливостi нелiнiйної взаємодiї маятника та
електродвигуна. Така карта дозволяє дослiдити
регулярнi та хаотичнi режими системи "сфери-
чний маятник - електродвигун" , якi виникають
при змiнi управляючих параметрiв.

3 Математична модель системи i методи
її дослiдження

Для системи "сферичний маятник - електро-
двигун" у роботах [3, 4] побудована математи-
чна модель, яка враховує неiдеальнiсть збудже-

ння коливань. У вiдповiдностi до вказаних ро-
бiт введемо декартову систему координат Oxyz,
як показано на рис. 1. Тодi для невiдомих фун-
кцiй α(t), β(t) – кутiв вiдхилення маятника вiд
вiдповiдних координатних площин, та Θ(t) –
кута повороту вала електродвигуна, математи-
чна модель може бути записана системою не-
лiнiйних диференцiальних рiвнянь (1) [1, 3, 4].
В систему (1) входять наступнi фiзичнi парме-
три: I – момент iнерцiї ротора електродвигуна;
L(Θ̇) – рухомий момент електродвигуна; H(Θ̇)
– внутрiшнiй момент сил опору обертання рото-
ра електродвигуна; ω0 =

√
g/l – власна часто-

та маятника; δ1 - коефiцiєнт демпфування сили
опору середовища, в якому рухається маятник.
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(1)

Припускається, що реалiзуються умови
основного параметричного резонансу, коли
швидкiсть обертання вала двигуна Θ̇ близька
до подвоєної власної частоти маятника 2ω0 , а
саме

Θ̇(t) = 2ω0 + εω0ν(t), де ε =
a

l
, a 6 l. (2)

Для дослiдження резонансних коливань
маятника у рiвняннях (1) проводиться замiна
змiнних за формулами

α(t) = ε
1
2 [y1(τ) cos

Θ(t)
2

+ y2(τ) sin
Θ(t)

2
],

β(t) = ε
1
2 [y4(τ) cos

Θ(t)
2

+ y5(τ) sin
Θ(t)

2
],

τ =
ε

4
Θ(t),

(3)

та виконується процедура усереднення за швид-
ким часом [1, 3, 4]. В результатi чого отриму-
ється наступна система диференцiальних рiв-
нянь
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(4)
Отримана система диференцiальних рiв-

нянь (4) використовується в якостi математи-
чної моделi детермiнованої коливальної систе-
ми "сферичний маятник – електродвигун". В
(4) введенi позначення:

F = (
N0

ω0
− 2E)

l

a
, D = − 2ml2

I +
1
2
ma2

,

C = − δ1

ω0
, y3 = ν.

Система рiвнянь (4) явно мiстить чотири
управляючих параметри: C, D, E та F , якi
визначаються через електричнi та механiчнi
характеристики дослiджуваної системи. Пара-
метр E безпосередньо визначається кутом на-
хилу статичної характеристики електродвигу-
на, параметр C пропорцiйний опору середови-
ща. D та F є мультипараметрами динамiчної
системи (4). Вони залежать вiд довжини та ма-
си маятника, його власної частоти, коефiцiєнта
демпфування, лiнiйних розмiрiв кривошипно-
шатунного механiзму, моменту iнерцiї ротора i
також вiд параметрiв статичної характеристи-
ки електродвигуна.

Загальна методика виконання дослiджень
нелiнiйної динамiки коливальних систем ви-
значена в [1]. Вона спирається на аналiз спе-
ктрiв ляпуновських характеристичних пока-
зникiв, фазових портретiв регулярних та хао-
тичних атракторiв, їх перерiзiв та вiдображень
Пуанкаре, розподiлiв iнварiантної мiри та спе-
ктральної густини. Оскiльки математична мо-
дель (4) системи "сферичний маятник - еле-
ктродвигун" є нелiнiйною, з розмiрнiстю фазо-
вого простору рiвною п’яти, тому для вивчення

регулярних та хаотичних режимiв використову-
вався комплекс чисельних методiв [1].

Проведення такого дослiдження вимагає
надзвичайно великого обсягу чисельних експе-
риментiв, якi можуть бути проведенi тiльки з
застосуванням сучасної обчислювальної технi-
ки. Для комп’ютерної реалiзацiї вказаних мето-
дiв було розроблено спецiалiзований пакет про-
грамних модулiв.

4 Карта динамiчних режимiв

Карта динамiчних режимiв представляє собою
дiаграму на площинi, на осях якої вiдкладенi
довiльнi два параметри системи (бiфуркацiйнi
параметри) та вказанi областi усталених дина-
мiчних режимiв рiзних типiв. На основi практи-
чних критерiїв iснування детермiнованого хао-
су [1] розроблено алгоритм побудови карти ди-
намiчних режимiв. Вiн полягає в дiагностицi
режимiв взаємодiї, якi встановлюються мiж ма-
ятником та електродвигуном, на деякiй множи-
нi значень бiфуркацiйних параметрiв.

Рис. 2 Карта динамiчних режимiв

На рис. 2 наведено, отриманий в результатi
аналiзу та обробки даних комп’ютерних експе-
риментiв, один iз листiв карти динамiчних ре-
жимiв системи "сферичний маятник - електро-
двигун". Вiн побудований вiдносно параметрiв
D,E при значеннях C = −0.5, F = 0.5. Поча-
тковi умови варiювалися в околi початку коор-
динат фазового простору.

На даному листi карти наведенi областi чо-
тирьох рiзних типiв динамiчних режимiв. Сi-
рим кольором нанесенi областi значень пара-
метрiв D,E, при яких в системi встановлюва-
тимуться положення рiвноваги. Сигнатура спе-
ктру ЛХП в даному випадку матиме вигляд
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〈−,−,−,−,−〉. Бiлим кольором нанесенi обла-
стi значень параметрiв D, E, при яких в системi
iснують граничнi цикли з сигнатурою спектру
ЛХП 〈0,−,−,−,−〉. Чорним кольором нанесе-
нi областi детермiнованого хаосу, коли в фа-
зовому просторi системи встановлюються хао-
тичнi атрактори iз сигнатурою 〈+, 0,−,−,−〉.
Як видно з рис.2, чорнi областi карти динамi-
чних режимiв мають бiлi включення, так званi
вiкна перiодичностi. Нарештi, на областi зна-
чень параметрiв D, E, яка на рис.2 заштрихова-
на вертикальними сiрими лiнiями, не встанов-
лено iснування жодного атрактора у фазовому
просторi системи. Траєкторiї системи (4) в да-
ному випадку прямують на нескiнченнiсть.

Наведений лист карти динамiчних режимiв
показує (рис. 2), що хаотичнi режими займа-
ють значнi областi в просторi параметрiв дослi-
джуваної системи. Перiодичнi режими навпаки,
встановлюються на значно менших за площею
областях параметрiв системи.

5 Дослiдження усталених режимiв вза-
ємодiї

Для дослiдження особливостей виникнення де-
термiнованого хаосу в системi "сферичний ма-
ятник - електродвигун" зробимо перерiз карти
динамiчних режимiв (рис.2) при E = −0.5. Про-
аналiзуємо змiни динамiчних режимiв, якi вiд-
буваються вздовж даного перерiзу при змiнi ве-
личини параметра D.

На рис.3 побудований графiк залежностi
старшого вiдмiнного вiд нуля характеристично-
го показника системи (4). Як вiдомо, основний
практичний критерiй iснування детермiновано-
го хаосу в системi полягає у присутностi в спе-
ктрi ЛХП принаймнi одного додатного пока-
зника [1]. На рис.3 показано, що iснує рiд iн-
тервалiв значень параметра D, при яких побу-
дований графiк знаходиться в додатнiй напiв-
площинi. Такi iнтервали вiдповiдають чорним
областям карти динамiчних режимiв (рис.2), на
яких у фазовому просторi системи (4) iснують
хаотичнi атрактори.

На рис.4 наведена фазопараметрична ха-
рактеристика дослiджуваної системи, так зва-
не бiфуркацiйне дерево. Насичено чорним обла-
стям даної характеристики вiдповiдають iнтер-
вали значень параметра D, при яких гранични-
ми множинами у фазовому просторi системи

будуть хаотичнi атрактори. На тих iнтервалах
значень параметра D, де бiфуркацiйне дерево
складається з фiксованої кiлькостi лiнiй, у фа-
зовому просторi системи iснують граничнi ци-
кли.

Розглянемо найширше вiкно перiодичностi
наявне в околi точки D = −1.3. Уважний роз-
гляд структури бiфуркацiйного дерева в околi
точки D = −1.3 дозволяє виявити розщеплен-
ня його "гiлок" при зменшеннi параметра D. Це
свiдчить про перехiд до хаосу через каскад бi-
фуркацiй подвоєння перiоду за сценарiєм Фей-
генбаума [5]. При зменшеннi параметра D пе-
рехiд до хаосу здiйснюється внаслiдок однiєї бi-
фуркацiї через перемiжнiсть [6].

Вивчаючи динамiку системи "сферичний
маятник - електродвигун" при переходi вiд ре-
гулярних режимiв до хаотичних були встанов-
ленi реалiзацiї сценарiїв двох основних типiв.
Це перехiд до хаосу через перемiжнiсть [6] та
через каскад бiфуркацiй подвоєння перiоду [5].
Проаналiзуємо особливостi кожного iз сценарi-
їв.

Рис. 3 Графiк залежностi старшого
вiдмiнного вiд нуля характеристичного

показника

Рис. 4 Фазопараметрична характеристика

На рис.5(а) наведено проекцiю фазового
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а б в
Рис. 5 Проекцiя фазового портрета граничного циклу при D = −1.252 (а) та хаотичного
атрактора при D = −1.250 (б); перерiз Пуанкаре хаотичного атрактора при D = −1.250 (в)

а б в
Рис. 6 Розподiл iнварiантної мiри хаотичного атрактора при D = −1.250 (а); Фур’є-спектри

граничного циклу при D = −1.252 (б) та хаотичного атрактора при D = −1.250 (в)

портрету стiйкого граничного циклу, побудо-
ваного при D = −1.252. Аналогiчну структу-
ру мають i iншi граничнi цикли з околу D, а
в системi "сферичний маятник – електродви-
гун" встановлюється регулярний режим взає-
модiї, при якому маятник здiйснює перiодичнi
коливання. При зменшеннi за модулем вели-
чини параметра D внаслiдок дотичної бiфур-
кацiї в системi виникає хаотичний атрактор,
проекцiя фазового портрету якого наведена на
рис.5(б). Перерiз Пуанкаре утвореного хаоти-
чного атрактора побудований на рис.5 (в). Да-
ний перерiз представляє собою деяку хаотичну
множину, кiлькiсть точок якої збiльшуватиме-
ться iз збiльшенням часу чисельного iнтегрува-
ння системи (4).

В даному випадку реалiзується сценарiй пе-
реходу до хаосу через перемiжнiсть за Помо та
Маневiллем [6]. Особливiсть реалiзацiї даного
сценарiю полягає у присутностi в динамiцi ха-
отичного режиму системи двох якiсно рiзних
фаз. Перша з них, бiльш тривала в часi, ламi-
нарна фаза, в якiй траєкторiї системи здiйсню-
ють рух в околi зниклого пiсля бiфуркацiї гра-
ничного циклу. Друга, коротко тривала в часi,
турбулентна фаза, в якiй вiдбуваються непере-
дбаченi вiдходи траєкторiй у вiддаленi областi
фазового простору.

Важливою характеристикою утвореного
хаотичного атрактора є розподiл iнварiантної
мiри. Такий розподiл показує вiдносний час пе-
ребування зображуючої точки системи (4) у де-
якiй областi фазового простору. Бiльш темно
нанесенi точки на рис. 6(а) близькi до конту-
ру зниклого граничного циклу та вiдповiдають
ламiнарнiй фазi перемiжностi. Точки нанесенi
бiльш свiтлим кольором на рис. 6(а) вiдповiда-
ють турбулентнiй фазi.

На рис. 6(б) та 6(в) наведенi Фур’є-спектри
граничного циклу та утвореного хаотичного
атрактора. Для граничного циклу, якому вiдпо-
вiдають перiодичнi коливання маятника, Фур’є-
спектр є дискретним та гармонiчним. У хао-
тичного атрактора Фур’є-спектр суцiльний та
неперервний, але в його структурi також про-
являється особливiсть реалiзацiї даного сцена-
рiю. Як видно з рис. 6(в) в Фур’є-спектрi хаоти-
чного атрактора присутнi спектральнi складо-
вi, якi наближено повторюють гармонiки зни-
клого граничного циклу.

Iнший сценарiй, який реалiзується в систе-
мi "сферичний маятник – електродвигун" , це
сценарiй Фейгенбаума або перехiд до хаосу че-
рез каскад бiфуркацiй подвоєння перiоду [5]. На
рис. 7(а-б) наведенi проекцiї фазових портретiв
граничних циклiв, утворених внаслiдок першої,
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Рис. 7 Проекцiї фазових портретiв граничних циклiв при D = −1.329 (а), D = −1.337 (б),

D = −1.339 (в) та хаотичного атрактора при D = −1.350 (г)

а б в г
Рис. 8. Фур’є-спектри граничних циклiв при D = −1.329 (а), D = −1.337 (б), D = −1.339 (в) та

хаотичного атрактора при D = −1.350 (г)

другої та третьої бiфуркацiї подвоєння перiоду.
Такий процес повторюється до критичної точки
накопичення бiфуркацiй подвоєння перiоду пi-
сля якої вiдбувається руйнування тонкої стру-
ктури граничного циклу та виникає хаотичний
атрактор (рис. 7(г)).

Проаналiзуємо еволюцiю Фур’є-спектрiв
даного каскаду бiфуркацiй подвоєння перiоду.
Пiсля кожної такої бiфуркацiї в спектрi з’явля-
ється субгармонiйна складова рiвно посерединi
мiж гармонiками основного перiоду. В за кри-
тичнiй областi вiдбувається зворотний процес
руйнування субгармонiк та виникнення дiлянок
суцiльного спектру (рис. 8).

6 Висновки

Таким чином, детермiнована система "сфери-
чний маятник – електродвигун" демонструє до-
сить велику рiзноманiтнiсть регулярної та ха-
отичної поведiнки. Побудована карта динамi-
чних режимiв показує можливiсть реалiзацiї чо-
тирьох рiзних типiв взаємодiї маятника та еле-
ктродвигуна. При цьому хаотичнi режими, якi
встановлюються у системi, не є винятковими,
а навпаки, займають великi областi в просторi
параметрiв системи. Зауважимо, що при iдеаль-
ному збудженнi в такiй системi взагалi не iснує
хаотичних режимiв [1].
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